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0.3.2 Troisieme loi de Kepler

Questions de cours :
= Donner les sept dimensions fondamentales en physique, en précisant pour trois d’'entre elles un étalon.

= Sur un exemple au choix de I'étudiant, présenter la méthode d'analyse dimensionnelle permettant, a partir de
paramétres importants d'un probléme, de déterminer une expression possible.

Capacités exigibles du BO :
= Déterminer la dimension d'une expression, notamment par référence a des expressions connues.

= Déterminer les exposants d’une expression de type monéme E = A*BACX par analyse dimensionnelle.



Introduction

Toute mesure physique doit étre reliée a sa dimension et par conséquent a une unité de mesure.
Apres une bréve présentation des dimensions de base en physique, on s'intéressera brievement a I'analyse
dimensionnelle.

I. Dimensions en physique

I.1 Pourquoi une dimension?

Lors d’'une expérience ol l'on effectue une mesure, en réalité on compare une certaine donnée
physique a une autre, par exemple une régle graduée et un cube : on compare ce qui est comparable,
c'est-a-dire qui a la méme dimension. La masse de ce cube n'est pas comparable a la taille de son coté.
Ainsi, seules des quantités physique de méme dimension peuvent étre comparées, additionnées
ou soustraites : on dit que ces quantités sont homogenes entre elles.

Par exemple si 7 et a ont la méme dimension, cela a un sens d'écrire » < a , mais pas (- + a).
r

Exercice
Déterminer la dimension de R si z = m(R? 4 R) est correct d'un point de vue des dimensions. A partir
du moment ot on somme deux quantités, elles sont de méme dimension. Donc R? et R ont méme
dimension, ce qui signifie que R est sans dimension.

1.2 Dimensions de base

Il a été choisi par convention sept dimensions de base (presque indépendantes) avec lesquelles on
pourra construire toutes les dimensions nécessaires en physique. On leur associe une lettre en majuscule.

Certaines sont usuelles : d'autres moins :

= longueur L;

* = temps T'; = intensité électrique I ;
= masse M ; = intensité lumineuse J ;
= température 0; = quantité de matiére en chimie V.

Ne pas confondre L et M, I'erreur étant courante de passer de I'unité meétre a la
dimension M, alors qu'il s'agit bien de L.

Pour exprimer la dimension d'une quantité physique, on |'écrit entre crochets :

=L M=c=UT [P]=

Ceci est un bon moyen pour vérifier I'exactitude d'un calcul, qui a pour but d’exprimer |'égalité
entre deux quantités homogenes.
1.3 Cas particuliers

= Certaines quantités sont sans dimension, comme les angles, mais également le rapport de quantités

homogenes : {ﬂ
genes - | n

= quand on dérive ou |'on integre, la dimension de la quantité obtenue change :

iﬂ%ﬂ“ Vﬂmﬂﬂmﬂ
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Exercice
Quelle est la dimension de T"(v) avec T une température et v une fréquence ?

T
Comme on dérive, la dimension est donc [T"(v)] = 17 =0T.

[v]

= certaines fonctions mathématiques n’admettent que des arguments adimensionnés : entre autres
exp, cos, sin, In

Il faut étre vigilant car il peut apparaitre des fonctions ayant des arguments ayant
a
A une dimension : Ina —Inb = 1In (3) avec a, b grandeurs de méme dimension.

Exercice
A R A s o Mg
Déterminer la dimension de kpT grace a I'expression suivante : P(z) = Pyexp 3T ) avee P(z)
B

et Py des pressions, M une masse molaire, g la constante gravitationnelle et z une altitude.
D’aprés ce qui précede, kT possede donc la méme dimension que M gz de sorte a avoir |'argument
de I'exponentielle sans dimension. Donc [kpT] = M.N"1 x L.T"2 x L = M.L2.T-2.N"!

I1. Unités

Il.1 Pourquoi des unités?

Comme évoqué précédemment, une mesure consiste en une comparaison avec une entité appelée
étalon. Par exemple, pour mesurer une longueur, on prend une régle, qui elle-méme a été étalonnée
de telle sorte que la distance entre différents traits soit la méme que sur un autre étalon, etc. Mais
quelles conventions prendre? Dans notre pays, elles sont imposées par le Systéme International, avec
un changement majeur opéré en mai 2019.

11.2 Unités usuelles

= Temps : la seconde. Initialement définie par la durée du jour terrestre, elle est maintenant basée
sur une transition atomique du Césium. On atteint une précision 3 1071

= Distance : le métre. Pendant trés longtemps, le métre a été défini comme la longueur d'un
morceau de platine iridié, lui-méme issu de la circonférence terrestre. A I'heure actuelle, il est
basé sur la vitesse de la lumiére et une mesure de temps : il s'agit de la distance parcourue en

509707458 la lumid le vide.
209792458 seconde par la lumiére dans le vide
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= Masse : le kilogramme. Initialement défini
comme le volume de 1dm d’eau a 4°C, elle
correspondit ensuite a un certain volume de
platine iridié.Seule unité purement définie par
un objet matériel, le BIPM a décidé de I'an-
nexer sur la valeur fixée de la constante de
Planck, qui s'exprime en J-s, c'est-a-dire des
kg-m2.s71.

= Intensité électrique : ampére. |l s'agissait
de I'intensité d'un courant électrique constant
qui, maintenu dans deux conducteurs paral-
leles, rectiligne, de longueur infinie, de section
négligeable et placés a une distance de 1 m
dans le vide, produirait entre ces conducteurs
une force de 2:10~" N par métre de longueur!
Maintenant, il est défini en prenant la valeur
numérique fixée de la charge élémentaire, ex-
primée en C ou A-s.

Il'y en a encore d’autres : la température (en kelvin), I'intensité lumineuse (en candela) et la quantité
de matiere (en mole). Toute grandeur posséde donc une unité qui s'écrit a partir de ces unités usuelles,

méme si on en définit d'autres afin de nous faciliter la tache.

Exercice
Calculer I'unité de la résistance d'un conducteur ohmique dans le Systéme International.
Réponse : 1Q = 1kgm?s™3 A2

Pour plus d'informations : https://www.youtube.com/watch?v=9pSXCj8KWGw, https://

www . youtube. com/watch?v=PBGwYm9XohQ et pour un peu d’histoire https://www.youtube.
com/watch?v=PVEtJI20Fcs.

Ill.  Analyse dimensionnelle

L'utilisation de I'analyse dimensionnelle permet de vérifier si une expression littérale est homogene
ou non, et donc de détecter des erreurs. Néanmoins elle permet aussi de retrouver ou intuiter certaines
lois physiques, méme s'il est prétentieux de penser que cela fonctionne a tous les coups.

1.1 Exemple historique

En 1949, le physicien Taylor a cherché a obtenir |'ordre de grandeur de I'énergie de la premiére
bombe atomique. Il fit I'hypothése que le rayon du nuage consécutif a I'explosion ne dépendait que de
I'énergie libérée E/, du temps t et de la masse volumique de |'air p.

On effectue I'analyse des différentes dimensions :

On a quatre paramétres physiques pour trois dimensions indépendantes, il semble donc possible de
constituer un seul (4-3) nombre sans dimension. Deux méthodes possibles :

= soit on cherche «, 3, 7, d tel que [E“R?p7t°] =1 et on obtient un systéme (vérifiez-le!);

= soit on cherche a éliminer les différentes dimensions : [EtZ] = M L? permet d’éliminer le temps,
2

Et
puis en éliminant la masse {—} = L5 d’ot Et?p~1R™5 est un nombre sans dimension, égal
p

3 une constante (a priori). On peut alors écrire R = kE'/?p=2/5¢2/5 et il est 3 noter que la
constante k sans dimension, issue de I'analyse dimensionnelle, est proche de la valeur 1, dans le
systéme international. Cela a permis & Taylor d’évaluer a environ 10'* J I'énergie dégagée par la
bombe.
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On peut aussi écrire R oc E/5p=2/5t2/5 avec  signifiant « proportionnel 3 ».
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111.2 Troisieme loi de Kepler

Essayons enfin de déterminer la loi de Kepler liant la période de révolution terrestre autour du Soleil
aux différents paramétres pertinents : demi-grand axe a, masse de la Terre m, masse du Soleil mg,
période T et constante de gravitation universelle G.

Méthode :

= recenser les dimensions de ces grandeurs;

= compter le nombre de parameétres physiques n et le nombre de dimensions indépendantes k
intervenant dans ces parametres physiques;

= écrire alors n — k nombres sans dimension {Cy,Cy,C>, ...} ;

= un théoreme appelé « théoréme Pi» énonce alors que ces nombres sans dimension sont reliés
par une relation du type Cy = f(Cy,C4,...) ou f est une fonction qui ne peut étre déterminée
par |'analyse dimensionnelle (éventuellement par des hypothéses physiques) : trouver ces nombres
sans dimensions et essayer de conclure par rapport a ce que |'on sait.

Exercice
En appliquant la méthode, déterminer une relation entre les différents paramétres pertinents du pro-
bleme.

4 2
Réponse : GmgT?a 3 = f < il

1+

mg

) ou le calcul exact donne f(z) =
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V 4
/ %ercices

0.1  Homogénéité

Vérifier si les expressions suivantes sont homogenes ou non :

n T = 27‘(‘\/% ou T est la période des petites oscillations d'un pendule de longueur ¢ et g I'accélération de la

pesanteur.
c ) p .
= A= — ol X est la longueur d'onde (en m) pour une fréquence v et une vitesse c.
v

» 7 = RC ol 7 est la constante de temps d'un circuit composé d'une résistance R et d'une capacité C' (on
donne : ¢ = C x U et Ag =1 x At avec I I'intensité du courant et At une variation de temps).

. 1 . . , . A N .
» Equation différentielle v/(t) + —u = E, vérifiée par la tension u(t) aux bornes d'un dipdle soumis a la tension
T
E.

0.2 Modele de I'atmosphére isotherme

1. Gréce a la loi des gaz parfaits PV = nRT (avec P une pression, V un volume, n une quantité de matiére
et T une température), établir la dimension de la constante R des gaz parfaits. Est-il justifié d'exprimer son
unité en J- K 1-mol~17?

2. Le modeéle d'atmospheére isotherme (température indépendante de I'altitude) conduit a I'expression théorique
de la variation de pression P avec I'altitude z :
Mgz
P(Z) = Poe RT

ol g est I'accélération de la pesanteur, R la constante des gaz parfaits et T' la température de I'atmosphére.

(a) Quelle est la dimension et signification de Py ?
(b) Connaissant la dimension de R, quelle est la dimension de la grandeur M ? son unité usuelle?

(c) Définir & partir des grandeurs pertinentes du modéle une longueur et |'utiliser pour réécrire la fonction
P(z). Réaliser un tracé graphique de P(z), calculer un ordre de grandeur de sa valeur numérique, et
interpréter physiquement son sens.

0.3 Le cyclotron

Considérons un point matériel de masse m et de charge électrique ¢ soumis a un champ magnétique uniforme
B. Le point matériel animé d'une vitesse U est soumis a la force de Lorentz de norme

F=quvB

Lorsque les vecteurs vitesse et champ magnétique sont perpendiculaires, le point matériel décrit un cercle dans
le plan perpendiculaire au champ magnétique a vitesse angulaire constante w. Cette derniére doit dépendre des
parameétres pertinents du probleme, a savoir m, q et B.

1. Quelle est I'unité d'une vitesse "angulaire" ? On s'inspirera de la définition classique de la vitesse d'un objet
en translation.

2. Déduire alors par analyse dimensionnelle I'expression de w.
0.4  Grandeurs de Planck

Les grandeurs de Planck donnent les échelles typiques auxquelles des effets issus de |I'unification entre la relativité
générale et la mécanique quantique doivent se manifester. Ces grandeurs ne s’expriment qu’en fonction des constantes
fondamentales de la physique. Celles qui interviennent sont :

= la constante de gravitation universelle G = 6,67-107*! N-m?-kg =2 ;
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h
la constante de Planck réduite h = o =1,0510"3*Js;
T

la vitesse de la lumiere dans le vide ¢ = 3,00-108 m-s— L.

. Quelle est la dimension de la constante de gravitation ? de la constante de Planck?

hG

. Le temps de Planck est défini par tp =/ —.
C

(a) Vérifier qu'il a bien la dimension d'un temps.
(b) Estimer sa valeur numérique sans calculatrice et la commenter, sachant que la plus grande précision
obtenue sur le contrdle d'une durée vaut 12 as, c'est-a-dire 121078 s,

. Définir la longueur de Planck Lp, sachant qu'elle ne s’exprime qu’en fonction des trois constantes précédem-
ment citées.

. Estimer sans calculatrice sa valeur numérique et la commenter en la comparant par exemple a la taille du
noyau atomique.
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